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Resumen
Un orbifold es una generalizacio´n natural de una variedad. Localmente es el cociente
de un subconjunto abierto de una variedad dividido la accio´n de un grupo finito. En
este trabajo definiremos los sistemas de uniformizacio´n que definen la estructura de
un orbifold.
Para el estudio de los orbifolds necesitamos de la definicio´n de accio´n de un grupo G sobre
un conjunto V , por eso introducimos los siguientes conceptos.
1. Accio´n de grupo sobre un conjunto
Definicio´n 1.1. Sea G un grupo y V un conjunto. La accio´n de G sobre V es una
transformacio´n θ : G× V → V que satisface:
(i) Si e es el elemento identidad de G, entonces θ(e, v) = v, para todo v ∈ V .
(ii) Si g1, g2 ∈ G, entonces θ(g1, θ(g2, v)) = θ(g1g2, v) para todo v ∈ V.
Para la transformacio´n θ(g, v) usaremos la notacio´n gv de tal forma que en la definicio´n
(1.1) el numeral (ii) se lea como (g1g2)v = g1(g2v). Tambie´n θg(v) denotara la transfor-
macio´n θg : V → V definida por θg(v) = θ(g, v), para un g fijo, de tal manera que el
numeral (ii) se puede escribir como θg1g2 = θg1 ◦ θg2.
Definicio´n 1.2. Sea G un grupo actuando sobre un conjunto V . La accio´n se dice que es
(i) Transitiva, si para cualquier v1, v2 ∈ V , existe un elemento g ∈ G tal que θ(g, v1) =
v2.
(ii) Libre, si θ(g, v) = v implica g = e, es decir, el elemento unidad es el u´nico elemento
de G para el cual θg tiene puntos ﬁjos.
(iii) Efectiva, si θ(g, v) = v para todo v ∈ V implica que g = e, es decir, el elemento
unidad es el u´nico que deﬁne la accio´n trivial.
Definicio´n 1.3. Sea G un grupo actuando sobre un conjunto V y sea v ∈ V . El estabi-
lizador o grupo de isotrop´ıa de v, denotado por Gv, es el subgrupo de todos los elementos
de G que dejan ﬁjo a v, es decir, Gv = {g ∈ G|gv = v}.
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Definicio´n 1.4. Sea G actuando sobre un un conjunto V . El kernel de G, denotado por
KerG, es el subgrupo de todos los elementos de G que deﬁnen la accio´n trivial, es decir,
KerG = {g ∈ G|θg(v) = v para todo v ∈ V }.
2. Orbifolds y su estructura
Definicio´n 2.1. Un sistema de uniformizacio´n de dimensio´n n para un espacio topolo´gico
conexo U es una tripla (V,G, π) donde
(i) V es una variedad suave conexa de dimensio´n n,
(ii) G es un grupo ﬁnito que actu´a de forma suave sobre V ,
(iii) π : V → U es una funcio´n continua que induce un homeomorﬁsmo πˆ : V/G → U .
Ver Figura 2.1.
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Figura 2.1
Definicio´n 2.2. Dos sistemas de uniformizacio´n (V1, G1, π1) y (V2, G2, π2) para U son
isomorfos si existe un par de funciones (φ, λ) tal que:
(i) φ : V1 → V2 es un difeomorﬁsmo,
(ii) λ : G1 → G2 es un isomorﬁsmo,
donde π2 ◦ φ = π1 y φ es λ-equivariante, esto es φ(gx) = λ(g) ◦ φ(x). Ver Figura 2.2.
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Figura 2.2
Definicio´n 2.3. Sea i : U ′ ↪→ U la inclusion de U ′ en U , U ′ un subconjunto abierto
conexo de U y (V ′, G′, π′) un sistema de uniformizacio´n para U
′
, se dice que (V ′, G′, π′)
es inducido de (V,G, π) si se cumple que:
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(i) Existe un monomorﬁsmo λ : G′ → G que induce un isomorﬁsmo λ : kerG′ → kerG,
donde kerG
′
y kerG actu´an trivialmente sobre V ′ y V , respectivamente
(ii) Existe un encajamiento abierto λ-equivariante φ : V
′ → V tal que i ◦ π′ = π ◦ φ.
Ver Figura 2.3.
A φ y a λ los llamaremos una inyeccio´n entre sistemas de uniformizacio´n y los notaremos
como el par (φ, λ) : (V ′, G′, π′) → (V,G, π).
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Figura 2.3
Definicio´n 2.4. Dos inyecciones (φi, λi) : (V
′
i , G
′
i, π
′
i) → (V,G, π) i = 1, 2 son isomorfas
si existen
(i) Un isomorﬁsmo (ψ, τ ) : (V ′1 , G
′
1, π
′
1) → (V ′2 , G′2, π′2) y
(ii) Un automorﬁsmo (ψ˜, τ˜) : (V,G, π) → (V,G, π),
tal que (ψ˜, τ˜ ) ◦ (φ1, λ1) = (φ2, λ2) ◦ (ψ, τ ). Ver Figura 2.4.
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Lema 2.5. Sea (V,G, π) un sistema de uniformizacio´n para U . Para cualquier subconjunto
abierto conexo U
′
de U , (V,G, π) induce una u´nica clase de isomorﬁsmos de sistemas de
uniformizacio´n para U
′
.
Demostracio´n. Primero demostraremos la existencia, para ello consideremos la imagen de
π−1(U ′) en V . El grupo G actu´a como un subgrupo de permutaciones sobre las compo-
nentes conexas de π−1(U ′). Sea V ′ una de las componentes conexas de π−1(U ′), sea G′
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el subgrupo de G que fija los elementos de V ′ y π′ = π|V ′. Entonces (V ′, G′, π′) es un
sistema de uniformizacio´n inducida de U ′.
Para la unicidad, sea (V ′1 , G
′
1, π
′
1) cualquier sistema de uniformizacio´n inducida para U
′
y (ψ, τ ) la inyeccio´n sobre (V,G, π). Se mostrara que (ψ, τ ) induce un isomorfismo en-
tre (V ′1 , G
′
1, π
′
1) y el sistema de uniformizacio´n dado por una componente conexa V
′ de
π−1(U ′), (V ′, G′, π′). Supongamos que ψ(V ′1) permanece en la componente conexa V
′, en-
tonces podemos probar que ψ(V ′1) es cerrado en V
′. Sea ψ(xn) → y0, y0 ∈ V ′, xn ∈ V ′1 ,
entonces existe un z0 ∈ V ′1 tal que π′1(z0) = π(y0), y zn ∈ V ′1 tal que zn → z0 y
π′1(zn) = π(ψ(xn)) = π
′
1(xn), por lo tanto existe an ∈ G′1 tal que an(zn) = xn. Co-
mo G′1 es finito para un n suficientemente grande, an = a es una constante, as´ı que
xn → az0, az0 ∈ V ′1 y y0 = ψ(a(z0)), es decir, ψ(V ′1) es cerrado en V ′, como ψ es una
funcio´n abierta, ψ(V ′1) tambie´n es abierto en V
′. Por lo tanto ψ es un difeomorfismo. ❏
Como para cada sistema de uniformizacio´n dado (V,G, π) de U , y para cualquier subcon-
junto abierto conexo U
′
de U , el sistema de uniformizacio´n (V,G, π) induce una u´nica clase
de sistemas de uniformizacio´n {(V ′, G′, π′)}V ′⊂π−1(U ′) para U ′, podemos definir el germen
de un sistema de uniformizacio´n localizado en un punto p ∈ U del siguiente modo:
Definicio´n 2.6. Sea U un espacio topolo´gico conexo y localmente conexo, p un punto de
U con vecindades U1 y U2 en U tales que (V1, G1, π1) y (V2, G2, π2) son sistemas de uni-
formizacio´n de U1 y U2 respectivamente, entonces, los sistemas (V1, G1, π1) y (V2, G2, π2)
son equivalentes en p si ellos inducen un sistema de uniformizacio´n para cada U3 ⊂ U1∩U2,
U3 vecindad de p. El germen de sistemas de uniformizacio´n de (V,G, π) en p es el conjunto
de sistemas de uniformizacio´n (V ′, G′, π′) de vecindades de p las cuales son equivalentes
con el sistema (V,G, π).
Definicio´n 2.7. Sea X un espacio topolo´gico de Hausdorﬀ, 2-contable. Una estruc-
tura de orbifold de dimensio´n n sobre X es un conjunto de sistemas de uniformizacio´n
{(Vp, Gp, πp) | p ∈ X} tal que:
(i) La tripla (Vp, Gp, πp) es un sistema de uniformizacio´n de Up, Up una vecindad de
p ∈ X.
(ii) Para cualquier punto q ∈ Up, (Vp, Gp, πp) y (Vq, Gq , πq) son equivalentes en q.
Definicio´n 2.8. Dos estructuras de orbifold sobre
X{(Vp, Gp, πp) | p ∈ X} y {(V ′p , G
′
p, π
′
p) | p ∈ X}
son equivalentes si para cualquier q ∈ X los sistemas uniformizantes (Vq, Gq , πq) y (V ′q , G′q , π′q)
son equivalentes en q.
Definicio´n 2.9. Dada la estructura de orbifold ({(V,G, π)}p∈X) para el espacio topolo´gico
X, el par (X, {(V,G, π)}p∈X) es llamado un orbifold.
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Para cualquier p ∈ X sea (V,G, π) un sistema de uniformizacio´n de una vecindad U de
p. Sea p˜ ∈ V tal que πˆ([p˜]) = p, y sea Gp˜ el subgrupo de isotrop´ıa (ver definicio´n 1.3) de
p˜ ∈ V , entonces tenemos que el subgrupo Gp˜ no depende de p˜. En efecto, si p˜′ es otra
escogencia tal que πˆ([p˜′]) = p entonces existe un elemento γ ∈ G tal que γp˜′ = p˜ por lo
tanto Gp˜ y Gp˜′ son conjugados via γ pues si g ∈ Gp˜′ entonces gp˜′ = p˜′, equivalentemente
gγ−1p˜ = γ−1p˜ de donde obtenemos que γgγ−1p˜ = p˜, es decir, γgγ−1 ∈ Gp˜. Nos referiremos
a este subgrupo Gp˜, p ∈ V , como el grupo de isotrop´ıa de p, p ∈ U y lo denotaremos Gp.
Definicio´n 2.10. Un orbifold X es llamado reducido si los grupos de isotrop´ıa Gp actu´an
efectivamente para todo p ∈ X.
Esto implica que un orbifold es reducido s´ı y solo s´ı los grupos kerG mencionados ante-
riormente son todos triviales.
Dado un orbifold X no reducido, uno puede asociar a este un orbifold reducido Xred
redefiniendo los grupos Gi en cada sistema de uniformizacio´n (Vi, Gi, πi) como Gi/KerGi.
De esta manera garantizamos que la accio´n sea efectiva.
Ejemplo 2.11. La Z3-la´grima topolo´gicamente es una dos esfera excepto por un punto
singular p el cual es modelado sobre R2/Z3 donde Z3 actu´a por rotaciones, el resto de
puntos q esta´n cubiertos por un sistema de uniformizacio´n donde G es el grupo trivial.
Ver Figura 2.5
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Figura 2.5
Invitamos al lector a que continu´e con el intere´s en este tema pues au´n es posible una
investigacio´n ma´s amplia.
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